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T h e m o d elli n g a n d p r e di cti o n of d y n a mi c r es p o ns es of sl e n d e r 
c o nti n u a d e pl o y e d i n t all st r u ct u r es u n d e r l o n g- p e ri o d s eis mi c 
e x cit ati o ns 

S K a c z m a r c z y k 

F a c ult y of Arts, S ci e n c e a n d T e c h n ol o g y, U ni v ersit y of N ort h a m pt o n, St. G e or g e’s 
A v e n u e, N ort h a m pt o n N N 2 6J D, U K 
 

st ef a n. k a c z m ar c z y k @ n ort h a m pt o n. a c. u k  

A bst r a ct .  T all  b uil di n g  str u ct ur es  ar e  s u s c e pti bl e  t o  l ar g e  s w a y  m oti o n s  w h e n  s u bj e ct e d  t o 
e art h q u a k e  e x cit ati o ns.  T h e y  ar e  p arti c ul arl y aff e ct e d  b y  l o n g  p eri o d  e art h q u a k e  gr o u n d 
m oti o n s.  T h es e  l o w  fr e q u e n c y  s eis mi c  w a v es  r es o n at e  wit h  t h e  f u n d a m e nt al  m o d e  of  t h e 
b uil di n g  str u ct ur e  w hi c h  i n  t ur n  c a u s es  r es o n a n c e  i nt er a cti o n s  wit h  l o n g  sl e n d er  c o nti n u a 
d e pl o y e d i n m o d ul ar n o n-str u ct ur al i n st all ati o n s, s u c h as lifts. D a m a g e d u e t o l ar g e r es o n a n c e 
m oti o ns of s u s p e nsi o n/ c o m p e ns ati n g r o p es a n d c a bl es d uri n g e art h q u a k e ar e o n e of t h e m o st 
c o m m o n  m o d es  of  f ail ur e  i n  hi g h-ris e  lift  i n st all a ti o ns.  I n  t his  p a p er  a n  a n al yti c al  m o d el  t o 
pr e di ct  t h e  d y n a mi c  r es p o n s es  of  a  s u s p e nsi o n  r o p e  s yst e m  i n st all e d  i n  a  t all  h o st  str u ct ur e 
u n d er  s eis mi c  c o n diti o n s  is  pr es e nt e d.  T h e  m o d el  is  t h e n  u s e d  t o  pr e di ct  t h e  d y n a mi c 
p erf or m a n c e of t h e s yst e m u n d e r e art h q u a k e e x cit ati o ns. T h e pr e di cti o ns c a n t h e n b e us e d t o 
d e v el o p  s uit a bl e  miti g ati n g  str at e gi es  a n d  pr ot e cti v e  m e as ur es  t o  mi ni mi z e  t h e  e art h q u a k e 
d a m a g e. 

1.  I nt r o d u cti o n 
L o n g- p eri o d  gr o u n d  m oti o n  e x cit ati o ns  i n d u c e d  b y dist a nt  e art h q u a k es  c a n  r es ult  i n  r es o n a n c e  a n d 
l ar g e  s eis mi c  r es p o ns es  of  hi g h-ris e  b uil di n gs  i n  t he  m o d er n  m e g a  citi es  l o c at e d  i n  t h e  i ntr a- pl at e 
r e gi o ns  s u c h  as  H o n g  K o n g,  S h a n g h ai,  N e w  Y or k,  Si n g a p or e  a n d  D u b ai  [ 1].  I n  t h os e  c o n diti o ns 
s e v er e d a m a g e is i nfli ct e d t o t h e b uil di n gs’ str u ct ur e a n d/ or t o t h eir n o n-str u ct ur al c o m p o n e nts s u c h as 
lifts a n d es c al at ors [ 2, 3]. I n t his p a p er a n a n al ytic al m o d el t o pr e di ct t h e d y n a mi c r es p o ns es of a c a bl e 
-  m ass  s y st e m  w hi c h  r e pr es e nts  a  lift  s us p e nsi o n  r o p e  –  c ar/  c o u nt er w ei g ht  s y st e m  u n d er  s eis mi c 
c o n diti o ns  is  pr es e nt e d.  T h e  m o d el  is  t h e n  us e d t o  pr e di ct  t h e  d y n a mi c  p erf or m a n c e  of  t h e  s y st e m 
u n d er l o n g- p eri o d e art h q u a k e e x cit ati o ns. 

2.  M at h e m ati c al m o d el 
Fi g ur e 1 s h o ws a c a bl e - m ass s yst e m m o u nt e d wit hi n a v erti c al c a ntil e v er h ost str u ct ur e 

s u bj e ct t o gr o u n d m oti o n  0s t . T h e m ass M  is s us p e n d e d o n t h e c a bl e of l e n gt h L  a n d is 

c o nstr ai n e d h ori z o nt all y wit hi n t h e h ost str u ct ur e b y a s pri n g – vis c o us d a m pi n g el e m e nt of 
eff e cti v e c o effi ci e nt of stiff n ess k t h e c o effi ci e nt of d a m pi n g c . T h e u p p er e n d of t h e c a bl e is 
p assi n g t hr o u g h O  a n d t h e h ei g ht of t h e str u ct ur e is A B  = Z 0 . T h e str u ct ur e u n d er g o es b e n di n g 

http://creativecommons.org/licenses/by/3.0
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el asti c d ef or m ati o ns  ,w z t  w h er e 00 z Z  , wit h t h e dis pl a c e m e nts at t h e t o p e n d d efi n e d 

as    0 0,w Z  t  w  t . T h e c a bl e - m ass - s pri n g s yst e m m o v es v erti c all y wit hi n t h e h ost 

str u ct ur e at tr a ns p ort s p e e d V  a n d a c c el er ati o n a . T h e m e a n q u asi-st ati c t e nsi o n, m ass p er u nit 
l e n gt h, m o d ul us of el asti cit y a n d cr oss-s e cti o n al ar e a of t h e c a bl e ar e d e n ot e d as 

   iT M m L x g a        , m, E  a n d A , r es p e cti v el y. T h e s p ati al c o or di n at e x is m e as ur e d 

fr o m t h e u p p er e n d of t h e c a bl e d o w n w ar ds as s h o w n. T h e l at er al d y n a mi c dis pl a c e m e nts of 
t h e c a bl e, c o u pl e d wit h t h e l o n git u di n al dis pl a c e m e nts u( x,t), ar e d e n ot e d as v( x,t). T h e l at er al 
a n d l o n git u di n al m oti o ns of m ass M  ar e s h o w n as v M (t) a n d u M (t), r es p e cti v el y.  

 

Fi g u r e 1. C a bl e –  m a ss s y st e m .
 

2. 1.  M o d el of t h e str u ct ur e 
T h e  d y n a mi c  r es p o ns e  of  t h e  str u ct ur e  is  i ntr o d u c e d  as  t h e  b as e  m oti o n  e x cit ati o n  a cti n g  u p o n  t h e 

c a bl e - m as s - s pri n g s y st e m. T h e o v er all dis pl a c e m e nts  ,w z t of t h e str u ct ur e ar e d e s cri b e d b y t h e 

f oll o wi n g e q u ati o n 

   0s tt  tm z w  w  w  C L  ( 1) 
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w h er e  sm z  t h e li n e ar m ass d e nsit y of t h e str u ct ur e, L  is t h e s p ati al o p er at or r el at e d t o t h e el asti c 

p ot e nti al e n er g y of t h e str u ct ur e, C  is t h e d a m pi n g o p er at or, a n d  
t
 d e n ot es t h e p arti al d eri v ati v e 

wit h r es p e ct t o ti m e t. T h e o v er all dis pl a c e m e nts of t h e str u ct ur e ar e e x pr ess e d a s  

      0w z,t  w z,t  s  t   ( 2) 

E q u ati o n ( 1) c a n t h e n b e e x pr ess e d as 

      0s tt  t  sm z w  w  w  m z s t    C L  ( 3) 

T h e s ol uti o n of ( 3) c a n t h e n b e ass u m e d i n t h e f or m of m o d al e x p a nsi o n 

       
1

n n
n

w z,t  W  z p  t




   ( 4) 

w h er e  nW z  ar e t h e ei g e nf u n cti o ns of t h e str u ct ur e a n d  np t  ar e t h e n at ur al ( m o d al) c o or di n at es. 

Usi n g e q u ati o n ( 4) i n e q u ati o n ( 3), m ulti pl yi n g t h e r es ult b y rW  i nt e gr ati n g o v er t h e d o m ai n 00 < z < Z  

a n d  c o nsi d eri n g  t h e  ei g e nf u n cti o n  ort h o g o n alit y c o n diti o ns  t h e  f oll o wi n g  m o d al  e q u ati o ns  ar e 
o bt ai n e d 

        22r r r r r r rp t p t p t P t        ( 5) 

w h er e r   ar e  t h e  n at ur al  fr e q u e n ci es, r   ar e  t h e  m o d al  d a m pi n g  r ati os  a n d  rP t   ar e  t h e  m o d al 

e x cit ati o n t er ms d efi n e d as 

  
 

    
0

0

0

Z

r s r

r

s t
P t  m  z W  z d z

m
  


 ( 6) 

w h er e     
0

2

0

Z

r s rm m z W z dz    r e pr es e nts  t h e  m o d al  m ass.  T h e  st e a d y-st at e  r es p o ns e  of  t h e  str u ct ur e 

c a n t h e n b e d et er mi n e d fr o m e q u ati o n ( 5) as  

    
0

1
r r

t

r r  dr

dr

p t P t e si n d      


   ( 7) 

w h er e 21dr r    .  If  t h e  ei g e n v al u e  pr o bl e m  ass o ci at e d  wit h  e q u ati o n  ( 3)  d o es  n ot  a d mit  a 

cl os e d-f or m  s ol uti o n  a  s et  of  c o m p aris o n  f u n cti o ns  c a n   b e  us e d  t o  s e e k  a n  a p pr o xi m at e  s ol uti o n  of 
e q u ati o n ( 3) i n t h e f oll o wi n g f or m [ 4]  

       
1

N

n n

n

w z,t  z q  t


   ( 8) 

w h er e  nq t   ar e  g e n er alis e d  c o or di n at es.  Usi n g  e q u ati on  ( 8)  i n  e q u ati o n  ( 3)  l e a ds  t o  t h e  f oll o wi n g 

m atri x e q u ati o n of m oti o n 

  t   Μ q C q K q  F   ( 9) 
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w h er e  
0

0

Z

r n r n s r nm , m  m  dz   Μ ,  
0

0

Z

r n r n r nc , c  d z   C C   
0

0

Z

r n r n r nk , k  d z   K L , 

1r, n ,  N ,  a n d           0

0

0Z

r r  s rt F t , F t  s t m dz     F   is a v e ct or of g e n er ali z e d e x cit ati o n f or c es.  

2. 2.  G o v er ni n g e q u ati o ns of t h e c a bl e - m ass s yst e m 
C o nsi d er t h e m oti o ns of t h e c a bl e -  m a ss s y st e m . T h e e q u ati o ns g o v er ni n g t h e d y n a mi c r es p o ns e of 
t h e s y st e m ar e d e v el o p e d b y t h e a p pli c ati o n of t h e H a milt o n’s pri n ci pl e w hi c h r e q uir es t h at 

    
2

1

1 20    0 at 

t

n c

t

E W dt  , w x,t  t t ,t              ( 1 0) 

w h er e E,    a n d n cW   d e n ot e  t h e  ki n eti c  e n er g y,  t h e  p ot e nti al  e n er g y  a n d  t h e  w or k  d u e  t o  n o n-

c o ns er v ati v e f or c es a cti n g u p o n t h e s y st e m, r es p e cti v el y. T h e ki n eti c e n er g y is gi v e n as 

      
L

m M M M

0

ˆE E u, v d x  E u , v         ( 1 1) 

w h er e 

  
2

m M

1
Ê m u V  v

2
   
 

   ( 1 2) 

is t h e ki n eti c e n er g y d e nsit y of t h e c a bl e, a n d 

  
2 2

M M M

1
E M u  V  v

2
   
 

   ( 1 3) 

is  t h e  ki n eti c  e n er g y  of  t h e  e n d  m ass.  H er e    M Mu u  L,t , v v  L,t  ,  o v er d ots  d e n ot e  t h e  t ot al 

d eri v ati v es  wit h  r es p e ct  t o  ti m e  e x pr es s e d  as t x

D u
u u V u

Dt
     a n d t x

D v
v v V v

Dt
   ,  wit h  

x

d e n oti n g p arti al d eri v ati v es wit h r es p e ct t o x , r es p e cti v el y. T h e p ot e nti al e n er g y is gi v e n as 

  
L

2
e x x  M

0

1ˆ u , v  m g u d x  M g u k
2

         ( 1 4) 

w h er e it is k  i s ass u m e d t o b e c o nst a nt a n d r e pr es e nts t he fl e xi bilit y of t h e m a ss g ui di n g s y st e m (i n t h e 
c o nt e xt  of  a  lift  s y st e m  t his  w o ul d  b e  t h e  fl e xi bilit y  of  t h e  c ar  r oll er  g ui d e  s y st e m,  t h e  g ui d e  r ail  – 
g ui d e r ail/ br a c k et s y st e m c a n b e c o nsi d er e d as ri gi d). F urt h er m or e t h e el asti c p ot e nti al e n er g y d e nsit y 

of t h e c a bl e e
ˆ  is e x pr ess e d i n t er ms of t h e Gr e e n’ s str ai n m e as ur e  as 

 i
e

1ˆ T A E
2

  
 

  
 

 ( 1 5) 

w h er e t h e Gr e e n’ s str ai n m e a s ur e is d efi n e d as [ 5] 

 2
x x

1
u v

2
    ( 1 6) 

T h e l ast t er m i n e q u ati o n ( 1 4) r e pr es e nts t h e p ot e nti al e n er g y of t h e s pri n g d ef or m e d b y M Mv w    

w h er e  M 0w w Z L,t  .  T h e  w or k  d o n e  b y  t h e  n o n- c o ns er v ati v e  d a m pi n g  f or c e  is  e x pr ess e d  as 



5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 ‘’ “ ”

T h e 7t h S y m p osi u m o n M e c h a ni cs of Sl e n d er Str u ct ur es I O P P u blis hi n g

I O P C o nf. S eri es: J o ur n al of P h ysi cs: C o nf. S eri es 1 0 4 8  ( 2 0 1 8) 0 1 2 0 0 5  d oi : 1 0. 1 0 8 8/ 1 7 4 2- 6 5 9 6/ 1 0 4 8/ 1/ 0 1 2 0 0 5

 
 
 
 
 
 

n c MW c v       s o  t h at  H a milt o n’s  pri n ci pl e  yi el ds  t h e f oll o wi n g  p arti al  diff er e nti al  e q u ati o ns  of 

m oti o n 

       

 

2

2

2
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0
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0
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x

x x x x x x x
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m E A ,  
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m T v m g a x v v E A v ; 
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M v T L v  c k E A  v  ; 

M u  E A





   



  



 

        

     

 





 ( 1 7) 

w h er e    T M m L g a    .  F or  t e nsi o n e d  m e m b ers  s u c h  as  m et alli c  c a bl es  t h e  l at er al  fr e q u e n ci es 

ar e  m u c h  l o w er  t h a n  t h e  l o n git u di n al  fr e q u e n ci es. T h us,  c o nsi d eri n g  t h at  i n  t h e  c as e  of  l o n g- p eri o d 
gr o u n d  m oti o ns  t h e  e x cit ati o ns  fr e q u e n ci es  ar e m u c h  l o w er  t h a n  t h e  f u n d a m e nt al  l o n git u di n al 
fr e q u e n ci es t h e l o n git u di n al i n erti a of t h e c a bl e c a n b e n e gl e ct e d i n t h e first e q u ati o n i n ( 1 7) [ 5]. Aft er 
i nt e gr ati n g  t his  e q u ati o n  a n d usi n g  t h e  b o u n d ar y  c o n diti o ns u( 0,t)  =  0, u( L,t)  =  u M ,  t h e  f oll o wi n g 
e x pr essi o n f or t h e q u asi-st ati c a xi a l str ai n i n t h e c a bl e r es ults 

 2 2

0

1 1

2 2

L
M

x x  x

u
u v  v d x e( t )

L L
          ( 1 8) 

I n t h at w a y t h e d y n a mi c m o d el ( 1 7) of t h e s y st e m is r e d u c e d t o t hr e e e q u ati o ns of m oti o n.  

2. 3.  B as e e x cit ati o n 
I n or d er t o d e v el o p t h e m o d el f urt h er t h e ass u m pti o n is m a d e t h at t h e i nfl u e n c e of t h e c a bl e s y st e m 
d y n a mi cs  o n  t h e  str u ct ur al  r es p o ns e  c a n  b e  n e gl e c t e d.  B y  c o nsi d eri n g  t h e  s c e n ari o  i n  w hi c h  t h e 
str u ct ur e is s u bj e ct t o f u n d a m e nt al r es o n a n c e a n ap pr o xi m at e s ol uti o n of e q u ati o n ( 3) c a n b e s o u g ht b y 
usi n g a si n gl e-t er m e x p a nsi o n w it h t h e p ol y n o mi al s h a p e f u n cti o n   2 33 2      w h er e 0z Z  , 

a p pli e d i n e q u ati o n ( 8). T h e b as e m oti o n e x cit ati o n is t h e n i ntr o d u c e d b y ex pr essi n g t h e o v er all l at er al 
dis pl a c e m e nts of t h e c a bl e – m a ss a s 

  
 

 0 0

1
( , )  ( , )  1 Lv x t  v x t  s  t x  w  t

L





 
    

 
 ( 1 9) 

w h er e 
 0

0

L

Z L

Z


 

 
  

 
 a n d    0 0 ,w t  w Z t . I n t his f or m ulti o n L is c o nsi d er e d a sl o wl y v ar yi n g 

f u n cti o n i n ti m e m e a ni n g t h at t h e c h a n g e of l e n g ht L o v er a p eri o d c orr es p o n di n g t o t h e f u n d a m e nt al 
fr e q u e n c y of t h e s y st e m is s m all c o m p ar e d t o t h e i nst a nt a n e o us v al u e of L [ 6]. I n or d er t o r e pr es e nt 
t his f a ct a sl o w ti m e s c al e d efi n e d as є t  , w h er e є 1  is a s m all p ar a m et er, h as b e e n i ntr o d u c e d. 
T h e first t er m i n e q u ati o n ( 1 9) is t h e n e x pr ess e d  

  
1

( , )  ;    ( )
N

n n
n

v x t  x L  q  t 


     ( 2 0) 

w h er e n  ar e ort h o g o n al tri al f u n cti o ns gi v e n as 

     ; si n  , 1, 2, ,n nx L L x n N               ( 2 1) 

T h e tri al f u n cti o ns ( 2 1) ar e d efi n e d i n t er ms of t h e sl o wl y v ar yi n g ei g e n v al u es n  d et er mi n e d b y t h e 

fr e q u e n c y e q u ati o n  
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        2 si n c os 0,  i
M n  n  M n  n  M

M
k T  L T  L  T T L

m
    

 
    

 
 ( 2 2) 

B y usi n g e q u ati o n ( 1 9) i n t h e r e d u c e d s y st e m of t hr e e e q u ati o ns o bt ai n e d fr o m ( 1 7), a n d a p pl yi n g t h e 
e x p a nsi o n ( 2 0) t h e f oll o wi n g s et of or di n ar y diff er e nti al e q u ati o ns r es ults  

 

2

2
0 0

1 1

0
1 1 1  1 1 1

1 1 1 1
2

2

1 1 1
2

2 2

N N
L L

r r r r  r n n r r  r n r n  r n n r M
n n r r

N N N N N N
L

r n n  M i rj r ij i j r k i j k r
n i j  i j kr

E A E A
q q C q q K  w  q  w u

m L  L m L L

E A
q u  w q q q q q  Q  t

m L L

 
         


     

 

      

      
             

      

 
       

 

 

     

   
 




 

 2
0

1 1 1

;

1 1
2 ;

2

N N N
L

M  M  M M  M M n n ij i j  u
n i j

E A E A
u u u  w q  q q Q t

M L L M L




         

  


           

( 2 3) 

w h er e r  a n d M  r e p er es e nt t h e d a m pi n g r ati os a n d 

 

    

 

 

2 2 2  2

0

2

0 0 0 0

;  , , 

1
,  2

, , , , 

1
;

L

M
r r  r r  r  r  r r n r n

r n r n r n r n r n r n r n

r r r

L L L L

r n n r r n n r r n n r ij i j r n r n r n

r

T
L m  d x M

m

m m
K  g  V  L g a  g a  C  V  c

m m m

x d x d x d x d x L

Q t

            

    

               



    

             

          





   

 

  

    

     

 

 

3

0

0 0 0

0

0 0

2

0

1
; ;

2

1 1
; 2

1
;  , 

1
;  

2

L
r r

r

L L
r r r r r L r  r

L L

L
r M r  r  r  r  r

L
u

E A
Q t  w t

m L

Q t  m X  M  s  m X M  w  m V  X w
L L

m g X T  w  X d x x d x
L

E A
Q t w

M L


 

 
     


   




  
  

   

   
              

  


   

 
   

 

 



 



  ( 2 4) 

3.  N u m e ri c al e x a m pl e a n d r es ults 
A p ar a m etri c st u d y h as b e e n c o n d u ct e d f or a m o d el of t h e c a bl e - m ass s y st e m c o m prisi n g t h e m ass M  
=  3 6 0 0  k g  s us p e n d e d  o n  6  st e el  wir e  r o p es.  T h e  r o p es  h a v e  m ass  p er  u nit  l e n gt h  0. 8 7 2  k g/ m  a n d 
l o n git u di n al  stiff n ess E A   =  2 2. 8 8 9  M N,  e a c h.  Fi g ur e  2  s h o ws  t h e  v ari ati o n  of  t h e  first  f o ur  l at er al 
n at ur al fr e q u e n ci es of t h e s y st e m w h e n  t h e l e n gt h of t h e r o p es c h a n g es fr o m Lmi n  = 5 8. 6 6 m t o L m a x  = 
2 5 8. 6 6 m. T h e r e d s oli d li n es r e pr es e nt t h e fr e q u e n ci es w h e n t h e s pri n g c o nst a nt is k = 6 6. 6 9 8 k N/ m. 
T h e bl a c k d as h e d li n es r e pr es e nt t h e n at ur al fr e q u e n c i es c orr es p o n di n g t o t h e s pri n g of c o effi ci e nt of 
el asti cit y of o n e or d er of m a g nit u d e hi g h er ( k = 6 6 6. 9 8 k N/ m). I n t h e s y st e m wit h t h e s oft er s pri n g t h e 
c ur v e  v e eri n g  p h e n o m e n a  c a n  b e  o bs er v e d  w h e n  t w o  ei g e n v al u es  a p pr o a c h  e a c h  ot h er  cl os el y  a n d 
s u d d e nl y v e er a w a y [ 7]. F or e x a m pl e, t h e v e eri n g r e gi o ns of t h e 2 n d  a n d t h e 3r d n at ur al fr e q u e n c y l o ci 
a n d t h e 3 r d a n d t h e 4t h n at ur al fr e q u e n c y l o ci c orr es p o n d t o t h e l e n gt hs L of a b o ut 1 2 5 m a n d a b o ut 1 9 3 
m,  r es p e cti v el y.  It  is  als o  i nt er esti n g  t o   o bs er v e  t h at  t h e  fl at  s e cti o ns  of  t h e  2n d ,  3r d  a n d  4t h  n at ur al 
fr e q u e n c y  c ur v es  c orr es p o n d  t o  t h e  m o d es  of  t h e  m ass M m oti o n.  T h e  fr e q u e n c y  v al u e  c a n  b e 

esti m at e d  as 4. 3 0 4 3 r a d/sM k M    ( 2 = 0. 6 8 5 1 H zM Mf   ,  s h o w n  as  t h e  gr e e n  h ori z o nt al 
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d as h e d  li n e  i n  fi g ur e  2).  T h e  first/  f u n d a m e nt al  l o n git u di n al  n at ur al  fr e q u e n c y,  c orr es p o n di n g  t o  t h e 
fr e q u e n c y M E A M L   is als o s h o w n i n fi g ur e 1 (s oli d bl u e li n e).  

 

 

Fi g u r e 2. T h e n at ur al l at er al fr e q u e n ci es of t h e c a bl e - m ass s y st e m (r e d s oli d f or k = 6 6. 6 9 8 k N/ m; 

bl a c k d as h e d li n es f or  k = 6 6 6. 9 8 k N/ m), t h e fr e q u e n c y of t h e m a ss M  ( M k M   gr e e n s oli d li n e) 

a n d t h e 1 st l o n git u di n al fr e q u e n c y ( bl u e s oli d li n e).
 
Fi g ur e  3  s h o ws  t h e  l at er al  dis pl a c e m e nts ( , )v x t of  t h e  c a bl e  –  m a ss  s y st e m  w h e n  t h e  m as s  i s 

as c e n di n g sl o wl y fr o m t h e l o w er l e v el u p w ar ds at t h e r e d u c e d s p e e d of 0. 7 5 m/s a n d t h e l e n gt h of t h e 
r o p es c h a n g es fr o m a b o ut 1 4 0 m t o 8 0 m, r es p e cti vel y. T h e d o mi n a nt fr e q u e n c y of t h e gr o u n d m oti o n 

is  ass u m e d  t o  b e  0. 6 8  H z  ( a n d  n e ar 0. 6 8 5 1 H zMf  ),  0s t   is  h ar m o ni c  wit h  t h e  a c c el er ati o n 

m a g nit u d e of 0. 1 m/s 2 . T h e r es p o ns e of t h e str u ct ur e r es ults t h e n i n t h e a m plit u d e of 0. 1 5 m at t h e t o p 
l e v el ( c orr es p o n di n g t o Z 0 ). T h e e q u ati o ns of m oti o n ar e s ol v e d b y usi n g si x m o d es i n t h e e x p a nsi o n 
( 2 0).  T h e  4t h- 5t h  or d er  R u n g e- K utt a  al g orit h m  n u m eri c al  is us e d  t o  s ol v e  t h e  e q u ati o ns  of  m oti o n 

n u m eri c all y ass u mi n g t h e d a m pi n g r ati os 1 0. 0 0 3   f or t h e c a bl e l at er al m o d e, a n d 2 0. 3   f or t h e 

m ass l at er al m o d e a n d 0. 3M   l o n git u di n al m o d e, r es p e cti v el y. T h e r es p o ns e pl ots i n fi g ur e 4 a n d 

6 0 8 0 1 0 0 1 2 0 1 4 0 1 6 0 1 8 0 2 0 0 2 2 0 2 4 0 2 6 0
0

0. 5

1

1. 5

2

2. 5

3

3. 5

1 st l o n git u di n al

f
M

= 0. 6 8 5 H z
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fi g ur e  5  s h o w  t h e  l at er al  dis pl a c e m e nts Mv   of  t h e  m a ss,  a n d  t h e  l o n git u di n al  m oti o ns Mu   ( c o u pl e d 

wit h  t h e  l at er al  m oti o ns)  vs.  ti m e,  r es p e cti v el y. T h e  pl ots  d e m o nstr at e  r es o n a n c e  b e h a vi or  of  t h e 
s y st e m.  T h e  fr e q u e n c y  s p e ctr a  of  t h e  l at er al  r es p o ns e  a n d  t h e  l o n git u di n al  r es p o ns e  of  t h e  m ass  ar e 
s h o w n i n fi g ur e 6 a n d fi g ur e 7, r es p e cti v el y. T h e d o mi n a nt fr e q u e n c y of t h e l o n git u di n al r es p o ns e is 
t wi c e t h e fr e q u e n c y of t h e e x cit ati o n (t u n e d t o t h e l at er al r es o n a n c e fr e q u e n c y of t h e m a ss). T h us, t h e 
a d v ers e  s c e n ari o  c o ul d  p ot e nti all y  aris e  w h e n  t h e l o n git u di n al  fr e q u e n c y  of  t h e  m ass  n e ar  t wi c e  t h e 
l at er al  n at ur al  fr e q u e n c y  of  t h e  m ass.  T h e  l o n git u din al  m oti o ns  of  t h e  m ass  c o ul d  t h e n  e x e c ut e  t h e 
l at er al m o d e of t h e c a bl e – m ass s y st e m t hr o u g h t h e a ut o p ar a m etri c c o u pli n g. 
 

 

Fi g u r e 3. T h e l at er al r es p o ns e ( , )v x t  of t h e c a bl e - m as s s y st e m. 

 

4.  C o n cl usi o ns 
T h e d y n a mi c b e h a vi o ur of a v erti c al c a bl e – m ass s y st e m m o vi n g sl o wl y wit hi n a t all h ost str u ct ur e 
s u bj e ct t o l o n g p eri o d s eis mi c e x cit ati o n is c o nsi d er e d i n t his p a p er. T h e pr o p os e d m at h e m ati c al m o d el 
a c c o m m o d at es t h e n o nli n e ar eff e cts of  c a bl e str et c hi n g a n d is us e d t o d et er mi n e t h e r es p o ns e of t h e 
s y st e m  u n d er  t h e  e x cit ati o n  c a us e d  b y  l o w  fr e q u e n c y s w a y  m oti o ns  of  t h e  h ost  str u ct ur e.  T h e  c as e 
st u d y  pr es e nt e d  i n  t h e  p a p er  d e m o nstr at es  t h e  ef f e cti v n ess  of  t h e  pr o p os e d  m o d elli n g  a p pr o a c h  t o 
pr e di ct t h e d y n a mi c b e h a vi o ur of t h e s y st e m. 
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Fi g u r e  4. T h e  l at er al  dis pl a c e m e nt s 

( , )Mv v L t  of t h e m ass. 

Fi g u r e  5. T h e  l o n git u di n al  dis pl a c e m e nts 

( )Mu t  of t h e m ass. 

 

Fi g u r e 6. T h e fr e q u e n c y s p e ctr u m of t h e l at er al 

r es p o ns e ( , )Mv v L t  of t h e m ass. 

Fi g u r e  7. T h e  fr e q u e n c y  s p e ctr u m  of  t h e 

l o n git u di n al r es p o ns e ( )Mu t  of t h e m a ss. 
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[ 2] Y a o G C 2 0 0 1 P erf or m a n c e of P ass e n g er El e v at ors i n T ai w a n E art h q u a k e E n gi n e eri n g a n d 
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[ 3] S ait o T 2 0 1 6 R es p o ns e of Hi g h- Ris e B uil di n gs  u n d er L o n g P eri o d E art h q u a k e Gr o u n d M oti o ns 
I nt er n ati o n al J o ur n al of Str u ct ural a n d Ci vil E n gi n e eri n g R es e ar c h  5 ( 4) p p 3 0 8- 3 1 4 

[ 4] M eir o vit c h L 1 9 9 0 D y n a mi cs a n d C o ntr ol of Str u ct ur es  ( N e w Y or k: J o h n Wil e y) 

[ 5] N a yf e h A H a n d P ai P F 2 0 0 4 Li n e ar a n d N o nli n e ar Str u ct ur al M e c h a ni cs ( N e w Y or k: J o h n 
Wil e y) 

[ 6] K a c z m ar c z y k S a n d I w a n ki e wi c z R 2 0 1 7 G a ussi a n  a n d n o n- G a ussi a n st o c h asti c r es p o ns e of 
sl e n d er c o nti n u a wit h ti m e- v ar yi n g l e n gt h d e pl o y e d i n t all str u ct ur es I nt er n ati o n al J o ur n al of 
M e c h a ni c al S ci e n c es 1 3 4  p p 5 0 0- 5 1 0 

[ 7] P ar k S a n d C h u n g J 2 0 1 4 D y n a mi c a n al y sis of a n a xi all y m o vi n g fi nit e-l e n gt h b e a m wit h 
i nt er m e di at e s pri n g s u p p orts J o ur n al of S o u n d a n d Vi br ati o n  3 3 3  p p 6 7 4 2 – 6 7 5 9  

 


